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Ladislav Lukšan, Ctirad Matonoha, Jan Vlček
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Minimalizace bez omezeńı

x∗ = arg min
i∈Rn

F (x), F ∈ C2 : Rn → R, n− velké.

Označeńı

g(x) = ∇F (x), G(x) = ∇2F (x),

∥G(x)∥ ≤ G, ∀x ∈ Rn.

Iteračńı krok

xk+1 = xk + αksk, k ∈ N,

kde sk je směrový vektor a αk je délka kroku. V tomto p̌ŕıspěvku se

budu zabývat určeńım směrového vektoru sk.



Newtonova metoda

F (xk + s) ≈ Q(xk + s) = F (xk) + gT (xk)s+
1

2
sTG(xk)s.

Výběr délky kroku

sk = arg min
s∈Mk

Q(xk + s).

Metoda spádových směr̊u

Mk = Rn.

Metoda s lokálně omezeným krokem

Mk = {s ∈ Rn : ∥s∥ ≤ ∆k}.
V tomto p̌ŕıspěvku budu p̌redpokládat, že matice G ani jej́ı struk-
tura nejsou explicitně známy. Směrový vektor (minimum kvadratické
funkce) se v tomto p̌ŕıpadě určuje iteračně metodou sdružených gra-
dient̊u. Vněǰśı index k budu věťsinou vynechávat.



Určeńı směrového vektoru metodou sdružených gradient̊u

(metoda spádových směr̊u)

s1 = 0, g1 = g, h1 = C−1g1, ρ1 = gT1h1, p1 = −h1.

Do i = 1 to m

qi = Gpi, σi = pTi qi.

If σi < ε∥pi∥ then s = si, stop.

αi = ρi/σi, si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiqi,

hi+1 = C−1gi+1, ρi+1 = gTi+1hi+1.

If ∥gi+1∥ ≤ ω∥g1∥ or i = m then s = si, stop.

βi = ρi+1/ρi, pi+1 = −hi+1 + βipi.

End do



Určeńı směrového vektoru metodou sdružených gradient̊u
(metoda s lokálně omezeným krokem)

s1 = 0, g1 = g, h1 = C−1g1, ρ1 = gT1h1, p1 = −h1.

Do i = 1 to m

qi = Gpi, σi = pTi qi.

If σi ≤ 0 then s = si + λipi, ∥s∥ = ∆i, stop.

αi = ρi/σi.

If ∥si + αipi∥ ≥ ∆i then s = si + λipi, ∥s∥ = ∆i, stop.

si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiqi,

hi+1 = C−1gi+1, ρi+1 = gTi+1hi+1.

If ∥gi+1∥ ≤ ω∥g1∥ or i = m then s = si, stop.

βi = ρi+1/ρi, pi+1 = −hi+1 + βipi.

End do



Diferenčńı verze nep̌resné Newtonovy metody

Násobeńı q = Gp se nahražuje numerickým derivováńım

G(x)p ≈
g(x+ δp)− g(x)

δ
,

kde δ = ε/∥p∥ (obvykle ε =
√
εM , kde εM je strojová p̌resnost).

Věta 1 Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R má lipschitzovsky spojité
druhé derivace (s konstantou L). Necht’ q = G(x)p a

q̃ =
g(x+ δp)− g(x)

δ
, δ =

ε

∥p∥
,

Pak

∥q̃ − q∥ ≤
1

2
εL∥p∥.



Věta 2 Uvažujme metodu sdružených gradient̊u aplikovanou na sou-

stavu lineárńıch rovnic G(x)s + g = 0, kde vektory qi = G(x)pi jsou

nahraženy vektory q̃i = (g(x+δipi)−g(x))/δi, δi = ε/∥pi∥. Předpoklá-

dejme, že jsou splněny p̌redpoklady věty 1 a označme

sm+1 =
m∑

i=1

αipi, gm+1 =
m∑

i=1

αiqi, g̃m+1 =
m∑

i=1

αiq̃i

(takže gm+1 = G(x)sm+1 + g, poč́ıtáme-li p̌resně). Pak plat́ı

∥g̃m+1 − gm+1∥ ≤ ϑ∥sm+1∥, ϑ =
m

2
εL.



Poznámka 1 Předpokládejme, že v m-tém kroku metody sdružených

gradient̊u plat́ı ∥g̃m+1∥ ≤ ω∥g∥, 0 < ω < 1. Pak, polož́ıme-li s = sm+1

a g̃ = g̃m+1, můžeme podle p̌redpokladu a podle věty 2 psát

∥G̃s+ g∥
∥g∥

≤ ω,
∥(G̃−G)s∥

∥s∥
≤ ϑ,

kde G̃ je nějaká symetrická matice, pro kterou plat́ı G̃s+g = g̃, a kde

ϑ = mεL/2. Tyto vztahy dovoluj́ı odhadnout asymptotickou rychlost

konvergence.



Nevýhodou diferenčńı verze nep̌resné Newtonovy metody je velký
počet vniťrńıch iteraćı ⇒ velký počet vyč́ısleńı gradient̊u, je-li matice
G = G(x) špatně podḿıněná. Proto je ťreba metodu sdružených
gradient̊u vhodně p̌redpodḿınit. Protože neznáme matici G, nelze
použ́ıt standardńı postupy. Budeme studovat tyto možnosti:

(1) Použit́ı metody BFGS s omezenou pamět́ı.

(2) Použit́ı pásových matic určených standardńı metodou BFGS,
která je ekvivalentńı p̌redpodḿıněné metodě sdružených gradi-
ent̊u.

(3) Použit́ı pásových matic určených numerickým derivováńım.

(4) Použit́ı tridiagonálńıch matic určených Lanczosovou metodou,
která je ekvivalentńı nep̌redpodḿıněné metodě sdružených gra-
dient̊u.



(1) Použit́ı metody BFGS s omezenou pamět́ı

V k-tém kroku Newtonovy metody se jako p̌redpodmiňovač použije
matice C−1

k = Hk. Matice Hk = Hk
k se určuje rekurentně tak, že

Hk
k−l = γk−lI, kde l je počet aktualizaćı (obvykle l = 3), a

Hk
j+1 = Hk

j +

yTj H
k
j yj

yTj dj
+1

 djd
T
j

yTj dj
−

Hk
j yjd

T
j + dj(H

k
j yj)

T

yTj dj

= V T
j Hk

j Vj +
djd

T
j

yTj dj

pro k − l ≤ j ≤ k − 1, kde

Vj = I −
yjd

T
j

yTj dj
, dj = xj+1 − xj, yj = gj+1 − gj.

Matice Hk se nekonstruuje, použ́ıvaj́ı se Strangovy rekurence.



Strangovy rekurence

Máme vypoč́ıtat vektor hi = C−1
k gi = Hk gi v i-tém vniťrńım kroku

metody sdružených gradient̊u, použité v k-tém vněǰśım kroku Newto-

novy metody. Polož́ıme uk = gi a zpětnou rekurenćı

σj =
dTj uj+1

yTj dj
, uj = uj+1 − σjyj

spočteme č́ısla σj a vektory uj, k − 1 ≥ j ≥ k − l. Pak polož́ıme

vk−l = γk−luk−l a p̌ŕımou rekurenćı

vj+1 = vj +

σj −
yTj vj

yTj dj

 dj

spočteme vektory vj+1, k− l ≤ j ≤ k−1. Nakonec polož́ıme hi = vk.



(2) Použit́ı pásových matic určených standardńı metodou BFGS

Metoda BFGS s p̌resným výběrem délky kroku, aplikovaná na ryze
konvexńı kvadratickou funkci, je ekvivalentńı metodě sdružených gra-
dient̊u. Metoda BFGS generuje posloupnost matic Bi, 1 ≤ i ≤ m,
tak, že B1 = C a

Bi+1 = Bi +
yiy

T
i

dTi yi
−

Bidi(Bidi)
T

dTi Bidi
= Bi +

Gpi(Gpi)
T

pTi Gpi
+

gig
T
i

pTi gi

pro 1 ≤ i ≤ m, kde di = si+1 − si = αipi a yi = gi+1 − gi = Gdi.
Přitom pi a gi jsou vektory určené metodou sdružených gradient̊u.
Použijeme-li ḿısto vektor̊u qi = Gpi a gi vektory q̃i (určené nume-
rickým derivováńım) a g̃i, můžeme psát B1 = C a

Bi+1 = Bi +
q̃iq̃

T
i

pTi q̃i
+

g̃ig̃
T
i

pTi g̃i
, 1 ≤ i ≤ m.



Z p̌redchoźıho vyjáďreńı je patrné, že k určeńı matic Bi, 1 ≤ i ≤ m,

se použ́ıvaj́ı pouze vektory generované p̌redpodḿıněnou metodou

sdružených gradient̊u (s maticovým násobeńım nahraženým nume-

rickým derivováńım). Matice Bi, 1 ≤ i ≤ m, se v korekčńıch členech

nevyskytuj́ı, takže můžeme ukládat pouze jejich vybrané pásy. Jsou-

li vektory q̃i a g̃i dobrou aproximaćı vektor̊u qi a gi, jsou matice Bi,

1 ≤ i ≤ m, pozitivně definitńı a je-li počet krok̊u metody sdružených

gradient̊u dostatečně velký, je matice B = Bm+1 dobrou aproximaćı

matice G a můžeme ji (nebo jej́ı část) použ́ıt jako p̌redpodmiňovač

v daľśım iteračńım kroku Newtonovy metody. Vyšeťŕıme ťri speciálńı

p̌ŕıpady.



Diagonálńı p̌redpodḿıněńı

V p̌ŕıpadě, že C = D, kde D je diagonálńı matice obsahuj́ıćı dia-
gonálńı prvky matice B, nenastávaj́ı žádné pot́ı̌ze, nebot’ pozitivně
definitńı matice B má kladné prvky na hlavńı diagonále. Diagonálńı
p̌redpodḿıněńı pro úlohy s ř́ıdkými Hessovými maticemi zdůvodňuje
tato věta.

Věta 3 Necht’ Dn je množina všech diagonálńıch matic řádu n a D

je diagonálńı matice obsahuj́ıćı diagonálńı prvky matice G. Pak plat́ı

κ(GD−1) ≤ l min
M∈Dn

κ(GM−1),

kde κ je spektrálńı č́ıslo podḿıněnosti a l je maximálńı počet nenulo-
vých prvk̊u v řádćıch matice G (pro pentadiagonálńı matici G je
l = 5).



Tridiagonálńı p̌redpodḿıněńı

Necht’ nyńı C = T , kde T je tridiagonálńı matice obsahuj́ıćı prvky

ťŕı hlavńıch diagonál matice B. V tomto p̌ŕıpadě nemuśı být matice

C pozitivně definitńı (i když B je pozitivně definitńı). Jako p̌ŕıklad

uvažujme matice

B =

 2 −2 2
−2 3 −3
2 −3 4

 , T =

 2 −2 0
−2 3 −3
0 −3 4

 .

Obě tyto matice maj́ı kladné prvky na hlavńı diagonále a kladné hlavńı

subdeterminanty druhého řádu. Plat́ı ale detB = 2 a detT = −10,

takže T neńı pozitivně definitńı, i když B je pozitivně definitńı. Aby-

chom tento nedostatek odstranili, je ťreba matici T upravit tak, aby

byla pozitivně definitńı.



Lemma 1 Uvažujme tridiagonálńı matici

T =


α1 β1 . . . 0 0
β1 α2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . αn−1 βn−1
0 0 . . . βn−1 αn

 .

a označme ∆i hlavńı subdeterminant i-tého řádu matice T (ob-

sahuj́ıćı řádky a sloupce s indexy 1,2, . . . , i). Pak plat́ı ∆1 = α1

a

∆i = αi∆i−1 − β2
i−1∆i−2, 2 ≤ i ≤ n,

kde pokládáme ∆0 = 1.

Toto lemma lze použ́ıt k důkazu následuj́ıćı věty.



Věta 4 Tridiagonálńı matice T je pozitivně definitńı právě tehdy,

když γi > 0 pro 1 ≤ i ≤ n, kde γ1 = α1 a

γi = αi −
β2
i−1

γi−1
, 2 ≤ i ≤ n.

Větu 4 můžeme použ́ıt tak, že poč́ıtáme č́ısla γi, 1 < i ≤ n, a pokud

pro nějaký index plat́ı γi ≤ 0, zmenš́ıme mimodiagonálńı prvek βi−1

tak, aby platilo β2
i−1 < γi−1αi (nap̌ŕıklad polož́ıme β2

i−1 = λi−1γi−1αi,

kde 0 < λi−1 < 1). Pot́ı̌z je v tom, že zvoĺıme-li λi−1 nevhodně, může

být výsledná tridiagonálńı matice špatně podḿıněná. Pro praktické

účely je výhodněǰśı použ́ıt následuj́ıćı větu a jej́ı důsledek.



Věta 5 Uvažujme tridiagonálńı matici T s kladnými prvky na hlavńı

diagonále. Pak jsou-li matice[
2α1 2β1
2β1 α2

]
,

[
αi 2βi
2βi αi+1

]
,

[
αn−1 2βn−1
2βn−1 2αn

]
,

kde 2 ≤ i < n − 2, pozitivně semidefinitńı a alespoň jedna z nich je

pozitivně definitńı, je matice T pozitivně definitńı.

Důsledek 1 Necht’ tridiagonálńı matice T obsahuje hlavńı diagonálu

a poloviny vedleǰśıch diagonál pozitivně definitńı matice B (takže

αi = bi,i, 1 ≤ i ≤ n − 1 a βi = bi,i+1/2, 1 ≤ i ≤ n − 1). Pak T je

pozitivně definitńı.



Důsledek 1 můžeme použ́ıt tak, že zmenš́ıme prvky vedleǰśıch di-

agonál matice B na polovinu. Pak je výsledná tridiagonálńı matice

pozitivně definitńı. Větu 5 můžeme použ́ıt tak, že poč́ıtáme deter-

minanty αiαi+1 − 4β2
i , 1 ≤ i ≤ n− 1, a pokud pro nějaký index plat́ı

αiαi+1−4β2
i < 0, zmenš́ıme mimodiagonálńı prvek βi tak, aby platilo

β2
i = αiαi+1/4.



Pentadiagonálńı p̌redpodḿıněńı

Větu 5 a důsledek 1 lze zobecnit tak, že plat́ı i pro obecnou pásovou

matici. Ukážeme, jak to vypadá v p̌ŕıpadě pentadiagonálńı matice

P =



α1 β1 γ1 . . . 0 0 0
β1 α2 β2 . . . 0 0 0
γ1 β2 α3 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . αn−2 βn−2 γn−2
0 0 0 . . . βn−2 αn−1 βn−1
0 0 0 . . . γn−2 βn−1 αn


.

Na takto definovanou matici P se budeme často odvolávat.



Věta 6 Uvažujme pentadiagonálńı matici P s kladnými prvky na

hlavńı diagonále. Pak, jsou-li matice αi (3/2)βi 3γi
(3/2)βi αi+1 (3/2)βi+1

3γi (3/2)βi+1 αi+2

 , 1 ≤ i < n− 2,

pozitivně semidefinitńı, je matice P pozitivně definitńı.

Důsledek 2 Necht’ pentadiagonálńı matice P obsahuje hlavńı di-

agonálu, dvě ťretiny prvńıch vedleǰśıch diagonál a ťretiny druhých

vedleǰśıch diagonál pozitivně definitńı matice B (takže αi = bi,i,

1 ≤ i ≤ n, βi = 2bi,i+1/3, 1 ≤ i ≤ n−1 a γi = bi,i+2/3, 1 ≤ i ≤ n−2).

Pak P je pozitivně definitńı.



Důsledek 2 můžeme použ́ıt tak, že v matici B zmenš́ıme prvky

prvńıch vedleǰśıch diagonál na dvě ťretiny a prvky druhých vedleǰśıch

diagonál na ťretinu. Pak je výsledná tridiagonálńı matice pozitivně

definitńı. Větu 6 můžeme použ́ıt tak, že nejprve poč́ıtáme subde-

terminanty αiαi+1 − (9/4)β2
i , 1 ≤ i ≤ n − 1, a pokud je některý z

nich záporný, zmenš́ıme mimodiagonálńı prvek βi tak, aby platilo

β2
i = (4/9)αiαi+1. Pak poč́ıtáme determinanty matic uvedených ve

větě 6 a je-li některý z nich záporný, uprav́ıme odpov́ıdaj́ıćı prvek γi
užit́ım následuj́ıćı věty.



Věta 7 Determinanty ∆i matic uvedených ve větě 6 spočteme podle
vzorce

∆i = αi+1

(
αiαi+2 − 9γ2i

)
−

9

4

(
αiβ

2
i+1 + αi+2β

2
i − 6βiβi+1γi

)
.

Determinant ∆i je nezáporný právě tehdy, když γi ≤ γi ≤ γi, kde

γi =
1

3αi+1

(
9

4
βiβi+1 −

√
Di

)
,

γi =
1

3αi+1

(
9

4
βiβi+1 +

√
Di

)
jsou kǒreny kvadratické rovnice ∆i = 0. Přitom

Di =
(
αiαi+1 −

9

4
β2
i

)(
αi+1αi+2 −

9

4
β2
i+1

)
je diskriminant této rovnice (vydělený č́ıslem 36), který je nezáporný,
pokud αiαi+1 − (9/4)β2

i ≥ 0 a αi+1αi+2 − (9/4)β2
i+1 ≥ 0.



Poznámka 2 Věta 7 nab́ıźı dvě možnosti, jak volit nový prvek γi v

p̌ŕıpadě, že ∆i < 0. V prvńım p̌ŕıpadě pokládáme γi := γi, pokud

γi < γi, nebo γi := γi, pokud γi > γi. Tento způsob je náročněǰśı na

výpočet a dává hořśı praktické výsledky. Výhodněǰśı je pokládat

γi =
1

2
(γi + γi) =

3

4

βiβi+1

αi+1
.



(3) Použit́ı pásových matic určených numerickým derivováńım

Předpokládejme, že Hessova matice má pásovou strukturu (i když ve

skutečnosti tomu tak neńı). Prvky této fiktivńı pásové matice, kterou

použijeme jako p̌redpodmiňovač, lze určit numerickým derivováńım.

Provád́ı se to pouze jednou na začátku vněǰśıho kroku Newtonovy

metody.

K určeńı všech prvk̊u pásové matice, která má k − 1 pár̊u vedleǰśıch

diagonál (takže k = (l+1)/2, kde l je š́ı̌rka pásu), stač́ı použ́ıt k dife-

renćı gradient̊u, tedy spoč́ıtat v každém vněǰśım kroku Newtonovy

metody k gradient̊u nav́ıc. Vyšeťŕıme opět ťri speciálńı p̌ŕıpady.



Diagonálńı p̌redpodḿıněńı

Poznámka 3 Předpokládejme, že Hessova matice je diagonálńı. Pak

lze všechny jej́ı prvky aproximovat pomoćı jedné diference gradient̊u

G(x)v ≈ g(x+ v)− g(x), v = [δ1, . . . , δn]
T ,

kde δ1, . . . , δn jsou vhodné diference. K p̌redpodḿıněńı pak použijeme

diagonálńı matici C = D = diag(α1, . . . , αn), kde Dv = g(x+v)−g(x).

Po dosazeńı dostaneme αiδi = gi(x+ v)− gi(x), neboli

αi =
gi(x+ v)− gi(x)

δi
, 1 ≤ i ≤ n.



Poznámka 4 Diference lze volit dvoj́ım způsobem.

(1) Pokládáme δi = δ, 1 ≤ i ≤ n, takže v = δe, kde e je vektor, jehož

všechny prvky jsou jednotkové. Pak lze (tak jako ve větě 1) volit

δ =
√
εM/∥e∥ =

√
εM/n.

(2) Pokládáme δi =
√
εM max(|xi|,1), 1 ≤ i ≤ n. Tento způsob je

méně náchylný k vlivu zaokrouhlovaćıch chyb.

V obou p̌ŕıpadech lze psát δi = εδi, 1 ≤ i ≤ n, kde ε =
√
εM a bud’

δi = 1/
√
n nebo δi = max(|xi|,1) pro 1 ≤ i ≤ n.



Nevýhodou p̌redpodmiňovač̊u založených na numerickém derivováńı

je skutečnost, že nemuśı být pozitivně definitńı. Uvažujme ryze kon-

vexńı kvadratickou funkci F : R2 → R, kde

F (x) =
1

2
xT

[
1 −2

−2 6

]
x, g(x) =

[
1 −2

−2 6

]
x.

Pak plat́ı

g(x+ δe)− g(x)

δ
=

[
1 −2

−2 6

] [
1
1

]
=

[
−1
4

]
,

takže

De =

[
α1 0
0 α2

] [
1
1

]
=

[
−1
4

]
,

což dává α1 = −1, α2 = 4, takže matice D neńı pozitivně definitńı.



Tuto nevýhodu můžeme odstranit tak, že pokládáme

αi =
|gi(x+ v)− gi(x)|

δi
, 1 ≤ i ≤ n.

Zdůvodněńı této úpravy udává následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 8 Necht’ Dn je množina všech diagonálńıch matic řádu n a
D = diag(α1, . . . , αn) je diagonálńı matice taková, že

αi =
n∑

j=1

|Gij|, 1 ≤ j ≤ n,

kde Gij, 1 ≤ j ≤ n, jsou prvky i-tého řádku matice G. Pak plat́ı

κ1(GD−1) = min
M∈Dn

κ1(GM−1),

kde κ1 je l1 č́ıslo podḿıněnosti (součin l1 norem matice a jej́ı inverze).



Má-li matice G pouze kladné prvky a polož́ıme-li v = δe, můžeme

psát De = (g(x+ δe)− g(x))/δ ≈ Ge, takže

αi ≈
n∑

j=1

Gij =
n∑

j=1

|Gij|

a matice D je podle věty 8 ideálńım diagonálńım p̌redpodmiňovačem

(v l1 normě) pro soustavu rovnic Gs + g = 0. Nemá-li matice G

pouze kladné prvky plat́ı

|αi| ≈

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

Gij

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

|Gij|,

takže prvky upravené matice D jsou dolńım odhadem prvk̊u ideálńıho

diagonálńıho p̌redpodmiňovače.



Tridiagonálńı p̌redpodḿıněńı

Věta 9 Necht’ Hessova matice funkce F je tridiagonálńı (jako mati-

ce T ). Položme v1 = [δ1,0, δ3,0, δ5,0, . . .], v2 = [0, δ2,0, δ4,0, δ6, . . .],

kde δi = εδi, 1 ≤ i ≤ n. Pak pro 1 < i < n plat́ı

α1 = lim
ε→0

g1(x+ v1)− g1(x)

δ1
, β1 = lim

ε→0

g1(x+ v2)− g1(x)

δ2
,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)− δi−1βi−1

δi+1
, mod(i,2) = 1,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)− δi−1βi−1

δi+1
, mod(i,2) = 0,

αn = lim
ε→0

gn(x+ v1)− gn(x)

δn
, mod(n,2) = 1,

αn = lim
ε→0

gn(x+ v2)− gn(x)

δn
, mod(n,2) = 0.



Poznámka 5 Věta 9 udává způsob určeńı tridiagonálńıho p̌redpod-
miňovače. Zvoĺı se pevně č́ıslo ε (nap̌ŕıklad ε =

√
εM) a prvky matice

C = T se vypočtou podle vzorc̊u uvedených ve větě 9 (ve kterých je
vynechán limitńı p̌rechod).

Matice C = T źıskaná podle poznámky 5 nemuśı být pozitivně
definitńı, i když Hessova matice je pozitivně definitńı (jako p̌ŕıklad lze
uvést ryze konvexńı kvadratickou funkci ťŕı proměnných s pozitivně
definitńı Hessovou matićı

G =

 1 −1 −2
−1 4 −1
−2 −1 8

 .

Uvedeme dvě věty, které podporuj́ı volbu tridiagonálńıho p̌redpodḿı-
něńı v p̌ŕıpadech, kdy skutečná Hessova matice je pentadiagonálńı.



Věta 10 Necht’ Hessova matice G(x) je pentadiagonálńı, pozitivně

definitńı a diagonálně dominantńı. Pak, plat́ı-li δi = εδ, 1 ≤ i ≤ n,

a je-li č́ıslo ε dostatečně malé, je matice C = T źıskaná podle

poznámky 5 pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı.

Poznámka 6 Věta 10 vyžaduje, aby všechny diference byly stejné,

což je splněno nap̌ŕıklad tehdy, když δi =
√
2εM/n, 1 ≤ i ≤ n. Nume-

rické testy však ukazuj́ı, že volba δi =
√
εmax(|xi|,1), 1 ≤ i ≤ n, je

výhodněǰśı.



Pro mnohé praktické úlohy je matice T pozitivně definitńı. Uvažujme

okrajovou úlohu pro obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu

y′′(t) = φ(y(t)), 0 ≤ t ≤ 1, y(0) = y0, y(1) = y1,

kde funkce φ : R → R je dvakrát spojitě diferencovatelná na R.

Rozděĺıme-li interval [0,1] na n + 1 část́ı pomoćı uzlových bodů

ti = ih, 0 ≤ i ≤ n+1, kde h = 1/(n+1) je krok śıtě, a nahrad́ıme-li

druhé derivace v uzlových bodech diferencemi

y′′(ti) =
y(ti−1)− 2y(ti) + y(ti+1)

h2
,

kde 1 ≤ 1 ≤ n, dostaneme soustavu n nelineárńıch rovnic

h2φ(xi) + 2xi − xi−1 − xi+1 = 0,

kde xi = y(ti), 0 ≤ 1 ≤ n+1, takže x0 = y0 a xn+1 = y1.



Řeš́ıme-li tuto soustavu metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, má minimali-

zovaná funkce tvar

F (x) =
1

2

n∑
i=1

f2i (x) =
1

2

n∑
i=1

(
h2φ(xi) + 2xi − xi−1 − xi+1

)2
,

kde x = [x1, . . . , xn]
T .

Věta 11 Aplikujme diferenčńı verzi Newtonovy metody na uvedený

součet čtverc̊u, kde funkce φ : R → R je lineárńı. Pak, plat́ı-li δi = εδ,

1 ≤ i ≤ n, a je-li č́ıslo ε dostatečně malé, je matice C = T źıskaná

podle poznámky 5 pozitivně definitńı.



Pentadiagonálńı p̌redpodḿıněńı

Věta 12 Necht’ Hessova matice funkce F je pentadiagonálńı (jako
matice P ). Položme v1 = [δ1,0,0, δ4,0,0, . . .], v2 = [0, δ2,0,0, δ5,0, . . .],
v3 = [0,0, δ3,0,0, δ6, . . .], kde δi = εδi, 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

αi = lim
ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)− δi−2γi−2

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)− δi−1βi−1

δi+2
, mod(i,3) = 1,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)− δi−2γi−2

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)− δi−1βi−1

δi+2
, mod(i,3) = 2,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)− δi−2γi−2

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)− δi−1βi−1

δi+2
, mod(i,3) = 0,



(4) Použit́ı tridiagonálńıch matic určených Lanczosovou metodou

Prvky tridiagonálńı matice T źıskané Lanczosovou metodou lze určit
z koeficient̊u metody sdružených gradient̊u (které označ́ıme vlnkou)
podle p̌revodńıch vztahů α1 = 1/α̃1 a

β2
i =

β̃i

α̃2
i

, αi+1 =
β̃i
α̃i

+
1

α̃i+1
, 1 ≤ i ≤ m,

kde m je č́ıslo takové, že α̃i > 0 pro 1 ≤ i ≤ m.

Věta 13 Uvažujme metodu sdružených gradient̊u (aplikovanou na
kvadratickou funkci s Hessovou matićı G) takovou, že α̃i > 0 pro
1 ≤ i ≤ m. Pak tridiagonálńı matice Tm řádu m s prvky určenými
podle p̌revodńıch vztah̊u je pozitivně definitńı.



Poznámka 7 Tridiagonálńı matice Tm má dimenzi m ≤ n. Abychom

dostali p̌redpodmiňovač dimenze n, polož́ıme

C = [Qm, Qn−m]

[
Tm 0
0 In−m

]
[Qm, Qn−m]T

= (I −QmQT
m) +QmTmQT

m

kde Qm je matice s m ortonormálńımi sloupci źıskaná symetrickým

Lanczosovým procesem a Qn−m je matice s n − m ortonormálńımi

sloupci taková, že matice [Qm, Qn−m] je čtvercová a ortogonálńı.

Věta 14 Necht’ jsou splněny p̌redpoklady věty 13. Pak p̌redpodmi-

ňovač uvedený v poznámce 7 je pozitivně definitńı a plat́ı

C−1 = (I −QmQT
m) +QmT−1

m QT
m.



Odvrhováńı p̌redpodmiňovač̊u

Je důležité umět rozhodnout, zda p̌redpodmiňovač použ́ıt nebo od-
vrhnout (týká se to hlavně pásových p̌redpodmiňovač̊u určených
metodou BFGS nebo numerickým derivováńım). Indefinitńı p̌redpod-
miňovač je nevhodný i v p̌ŕıpadě, že Hessova matice neńı pozitivně
definitńı.

K testováńı pozitivńı definitnosti a špatné podḿıněnosti matice se
hod́ı Gill̊uv–Murraẙuv rozklad. Pokud v některém eliminačńım kroku
je pivot menš́ı než δmax(1,max1≤i≤n(|αi|)), kde δ je p̌redepsaná mez,
rozklad p̌redpodmiňovače ukonč́ıme a p̌redpodpodmiňovač odvrhne-
me. Provést Gill̊uv-Murraẙuv rozklad až do konce a použ́ıt źıskanou
pozitivně definitńı matici jako p̌redpodmiňovač se nevypláćı (dokládaj́ı
to numerické experimenty). Č́ıslo δ se obvykle voĺı tak, že δ = 10−12.
Někdy je však ťreba zvolit věťśı hodnotu (nap̌ŕıklad δ = 10−2).



Závěrečné poznámky

• Předpodmiňovače založené na použit́ı metody BFGS s omezenou

pamět́ı nevyžaduj́ı žádné korekce. Jsou poměrně robustńı, ale

nejsou nejefektivněǰśı.

• Pásové p̌redpodmiňovače založené na použit́ı standardńı metody

BFGS je ťreba p̌redem upravit, jinak jsou p̌ri prováděńı rozkladu

věťsinou odvrhnuty. Velmi se osvědčily úpravy založené na větě 5,

kdy se mimodiagonálńı prvky zmenšuj́ı tak, aby se záporné subde-

terminanty vynulovaly. Ukazuje se, že takto źıskané p̌redpodmi-

ňovače je ťreba častěji odvrhovat (nap̌ŕıklad volbou δ = 10−2).



• Pásové p̌redpodmiňovače určené numerickým derivováńım stač́ı

upravit tak, že diagonálńı prvky nahrad́ıme jejich absolutńımi

hodnotami. Pro odvrhováńı stač́ı volit δ = 10−12 (kromě dia-

gonálńıch p̌redpodmiňovač̊u, které jsou citlivěǰśı na odvrhováńı).

• Tridiagonálńı p̌redpodmiňovače źıskané Lanczosovou metodou

neńı ťreba korigovat (jsou podle věty 14 pozitivně definitńı). Lze

je však určovat pouze v nep̌redpodḿıněném kroku Newtonovy

metody. To vyvolává řadu technických pot́ı̌źı (muśı se upravovat

iteračńı proces metody sdružených gradient̊u).



Numerické porovnáńı

Diferenčńı verze nep̌resné Newtonovy metody použ́ıvaj́ıćı r̊uzné p̌red-
podmiňovače byly testovány pomoćı souboru 71 testovaćıch úloh s
1000 proměnnými. Výsledky test̊u jsou uvedeny v tabulce, která
obsahuje tyto údaje:

• NIT – celkový počet iteraćı.

• NFV – celkový počet použitých funkčńıch hodnot.

• NFG – celkový počet použitých gradient̊u.

• NCG – celkový počet vniťrńıch iteraćı.

• NCN – celkový počet p̌redpodḿıněných vněǰśıch iteraćı.

• NCP – počet problémů se zvýšenou meźı pro odvrhováńı.

• Čas – celkový čas výpočtu.



Testované metody:

• TN – nep̌redpodḿıněná Newtonova metoda.

• TNLM – p̌redpodḿıněńı pomoćı metody BFGS s omezenou pamět́ı.

• TNVM – pásové p̌redpodḿıněńı pomoćı standardńı metody BFGS
(1–diagonálńı, 2–tridiagonálńı, 3–pentadiagonálńı).

• TNND – pásové p̌redpodḿıněńı pomoćı numerického derivováńı
(1–diagonálńı, 2–tridiagonálńı, 3–pentadiagonálńı).

• TNLT – Tridiagonálńı p̌redpodḿıněńı pomoćı Lanczosovy metody.

• LMVM – Metoda BFGS s omezenou pamět́ı.

• CG – Nelineárńı metoda sdružených gradient̊u.

Metody LMVM a CG jsou uvedeny pro srovnáńı (nemaj́ı nic společného
s Newtonovou metodou).



Metoda NIT NFV NFG NCG NCN NCP Čas
TN 7425 11827 372789 359505 - - 66.08
TNLM 7270 12521 233269 219347 7270 - 42.55

TNVM-1 7095 10303 274344 262855 4335 37 50.43
TNVM-2 6751 9252 139989 129933 4260 37 27.47
TNVM-3 6803 8857 229501 219820 4027 36 51.67
TNND-1 6522 8491 347384 331709 3857 40 59.51
TNND-2 7573 11245 147391 119434 4409 3 25.45
TNND-3 7107 10726 125262 91665 4943 4 24.57
TNLT 7398 11672 352199 339081 6808 1 55.61
LMVM 121314 127189 127189 - - - 39.59
CG 109166 325994 325994 - - - 75.72



Z údaj̊u uvedených v této tabulce lze vyvodit několik závěr̊u:

• Diferenčńı verze Newtonovy metody konverguj́ı velmi rychle, vy-
žaduj́ı však věťśı počet gradient̊u.

• Nep̌redpodḿıněná Newtonova metoda nemůže konkurovat meto-
dě BFGS s omezenou pamět́ı.

• Diagonálńı p̌redpodmiňovače a p̌redpodmiňovače źıskané Lan-
czosovou metodou nejsou p̌ŕılǐs účinné.

• Pásové p̌redpodmiňovače určené metodou BFGS je ťreba upra-
vovat. Často je také ťreba zvýšit mez pro odvrhováńı.

• Pásové p̌redpodmiňovače určené numerickým derivováńım vyža-
duj́ı pouze minimálńı korekce. Takto upravená Newtonova meto-
da je účinněǰśı, než metoda BFGS s omezenou pamět́ı.
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